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UN PO’ DI STORIA

La vita di Niccolo Tartaglia
Tartaglia e il soprannome di Niccolo FONTANA
(Brescia 1499 - Venezia 1557).

Il soprannome gli venne dato per un difettprdinuncia
causatogli da una ferita riportata al viso durandaccheggio di
Brescia nel 1512.

; Insegno a Verona, Mantova e a Venezia. Olttgalgolo,
R J che porta anche il suo nome, il matematico eblpe ituizioni:

neI 1535 risolvendo dei problemi di terzo gradaug@eioni di 3° grado) riusci a

trovare una soluzione sempre valida cioe:

X3+px+q.

Nel 1546 comparve I'opera piu importante dit@iglia dal titolo ‘Quesiti et
invenzioni diversg in quest’opera sono risolti problemi di balistimeccanica
fabbricazioni di esplosivi ma I'argomento principaimane I'algebra.

Nel 1560 venne stampato il sueeneral trattato di numeri et misurepera
enciclopedica di matematica elementare dove satamche il famoSORIANGOLO.

Gli si deve in oltre la prima traduzione in gate deglElementi di Euclide.

COEFFICIENTI BINOMIALI

Gli elementi del triangolo di Tartaglia sono dettiefficienti binomiali poiché
coincidono con i coefficienti delle potenze di uartbmio.

Riga Sviluppo delle potenze del binomio: (d*b)
0 1 (a+b¥=1
1 11 (atb)=la+1b=a+b
2 121 (a+B)= 1& + 2ab + 1b
3 1331 (a+B)= 1& + 3&b +3ab + 1’
4 14641 (a+bx 14 + 4ab + 6&b” +4ab + 10’
5 15101051 | (atby 1& + 5db + 104b” +104b° + 5alf + 1
6 | 1615201561 (atb¥ 1d + 6ab + 154b° + 20&b° + 158b" + 6ab + 10°

Ogni elemento del triangolo si puo individuare dore numeri ovvero il numero di
riga ed il numero di posto (il numero di posto mssere al massimo uguale al
numero di riga +1), per questo si puo rappresermtamal simbolo:

§
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detto proprio coefficiente binomiale di n su k, davrappresenta la riga e k il posto.

Esempio:(gj =10

Con questi simboli il triangolo di Tartaglia si ptiscrivere nel seguente modo:

: . 70\ . : o :
Se si vuole, pero calcolare ad esen(lsj si dovrebbe sviluppare il triangolo di

Tartaglia fino alla riga n°70 e prendere I'elemeditposto 15.
Questo non € necessario in quanto i coefficientiiali si possono calcolare
direttamente tramite la formula:

nj_ nl
(kj_ (n-k)kt’

dove il simbolo n! si legge “enne fattoriale” e athindicare il prodotto dei numeri
naturali fino ad n, cioe:

n=1*2*3*4* . *(n-1)*n
Esempio: 51=1*2* 3* 4*5=12

Per convenzione¢0!=1

o=1
n=(n-1)n
| coefficienti binomiali risolvono il seguente pilema:

Vale la seguente formula ricorren{

Quanti raggruppamenti o combinazioni si posson® ¢an n oggetti prendendone k
per volta?



Per questo i coefficienti binomiali sono indicaticae con il simbolo ..

Esempio: con 5 oggetti A, B, C, D, E prendendopeBvolta si possono avere 10
combinazioni (o raggruppamenti):

ABC, ABD, ABE, ACD, ACE, ADE, BCD, BCE, BDE, CDE,
infatti:

10

_(5)_ 5 _1@2BM@EB 120
> 3] 2@ 1@ORE 12

Problemi di questo tipo si incontrano in una pdeta matematica denominata
calcolo combinatorio a sua volta importante nelb#mdel calcolo delle probabilita
che si é sviluppato soprattutto a partire dallagnaet XVl secolo grazie all'opera di
BLAISE PASCAL (1623-1662).

e ey i

Blaise Pascal, nel 1654, scrisse un intero litire, Triangle
Aritmétique”, dedicato al triangolo di Tartaglia e alle sue
proprieta, in particolare nel campo del calcolo boratorio.
Questo studio fu tanto importante che porto, irugega
ribattezzare il triangolo di Tartaglia con il noiwhe
“TRIANGOLO di PASCAL’e come tale & ormai noto in tutto
il mondo.

A PN
'h"—‘"f ,i.'."é:l f“!""=

Piu giustamente, pero, si dovrebbe parlar@ BIANGOLO CINESE? in un libro
cinese del 1303 intitolatdPfezioso Specchio dei Quattro Elemg&rdcritto dal
matematico cinese Zhu Shijie, tale triangolo appareil nome di“Tavola del
Vecchio Metodo dei Sette Quadrati Moltiplicattri

W 2 #F X 3 &

m@;l&&’-
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NUMERI DI FIBONACCI

Dal triangolo di tartaglia si possono ricavar i rerndi Fibonacci, basta sommare |
numeri delle diagonali come evidenziate nella ffguwosi dalla prima riga otteniamo
1, dalla seconda ancora 1, poi 2, 3, 5, 8, 13,.21,

144
233
377

\|\4r 120{210 @
';5 165 230 @
1 12 | 66 @@ ?92 EB ‘
13 @@ 715 1?1 1?1 TBE

1,1, 23,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, ...

| numeri

sono detti di Fibonacci, perché originati da ulbbema proposto a Leonardo Pisano
detto Fibonacci, figlio di Guglielmo Bonacci (Fikexeti sta peFilius Bonaccii, il
figlio di Bonaccio) e vissuto a Pisa tra il 1170 £240.

Grazie all’attivita del padre segretario dellepRbblica di Pisa e responsabile del
commercio pisano presso la colonia di Bugia, inefilg, Fibonacci fece molti viaggi
in Egitto, Siria, Grecia, Sicilia e Provenza. Leattacolse I'opportunita offertagli dai
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suoi viaggi all'estero per studiare e imparareetaiche matematiche impiegate in
gueste regioni. Intorno al 1200, Fibonacci torrisa dove per i seguenti 25 anni
lavoro alle sue personali composizioni matematiche.

LIBER ABBACH
LEONARDO PISANO

SCORDO Li LITWE DEL COTIE W ASL1A ROCHIARD
Koy iy b Fasevuiion, . =2

P (s 11 s AR ® e

In tutta la sua produzione I'opera piu impotead il"Liber abbaci’, comparso
attorno al 1228: € un lavoro contenente quasi tett®@noscenze aritmetiche e
algebriche ed ha avuto una funzione fondamentdle ssluppo della matematica
dell’Europa occidentale. In particolare la numesaei indo-arabica, che prese il
posto di quella latina semplificando notevolmentemmerci extraeuropei, fu
conosciuta in Europa tramite questo libro. In sagtema di numerazione, il valore
delle cifre dipende dal posto che occupano: partagl fu costretto ad introdurre un
nuovo simbolo, corrispondente allo zero "0", pelicare le posizioni vacanti.

Anche al giorno d’oggi la fama di Leonardo éetehe esiste un’intera
pubblicazione dedicata a questi argomentiibonacci Quarterly’; periodico
matematico, edito dal 1963, dedicato interamertt@riainetica connessa alla
sequenza di Fibonacci.

FHE GFFICIAL NMBYAL OF THE FIRNWSOCT ASSR04TTON

V.E Higgai, Jr. &
Fashnail ok

Muorans ]

AF. Morsdam & M. Momdaw 305
Laon Bermatnin 280
ey A P ]

Thaveren Equreaisnis of Laddes Ketwarks ... .. Wilken P. Bk 28

A Property of Biromsal Cosfficians Mairn Boncursl 8

Ctanctanizatin of & S il doseh MoRagh HE

Caasy itteen of Waison's Gunimls |
Progac: Menesy

Fohn A Eaail 254
Acnalpsin o7 o Beiling Sysinm oL daka Retang A S Noiead 50
Elemartary Frobla snd Salatses .. .. Ediieel by AP Hilmen ¥79
Adsnnoml Probiame and Sclucons . Gfsd by Rayeond £ Wisiney 384
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Il rapporto Rtra un numero di Fibonacci e il suo precedenteyrdasultato che si
avvicina sempre piu al numero 1,618... man mano cbensiderano numeri sempre
piu grandi.

n F(n) R

1 1

2 1 1

3 2 2

4 3 1,5

5 5 1,666666667
6 8 1,6

7 13 1,625

8 21 1,615384615
9 34 1,61904/619

10 55 1,617647059

11 89 1618181818 A

12 144 1,617977528 apis f-oo oS -4 _. o
13 233 1,618055556 ¢

14 377 1,618025751

15 610 1,618037135 4

16 987 1,618032787
17 1597 1,618034448
18 2584 1,618033813
19 4181 1,618034056 I +—r—TTTTT T T
20 6765 1,618033963 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1112 13 13 15 16
21 10946 1,618033999
22 17711 1,618033985
23 28657 1,61803399
24 46368 1,618033988
25 75025 1,618033989
26 1213931,618033989

Questo numero indicato cdnoppure con PHI (“fi” grande o maiuscolo), lo si
incontra nella costruzione della sezione aureandiagmento, per questo e anche
denominato numero aureo. Grazie a questa caréittartei numeri di Fibonacci si
puo spaziare dall’Algebra alla Geometria.

La successione di Fibonacci si puo definire in cnodorsivo cosi:
Ogni numero di Fibonacci si puo ottenere dallarmandei due precedenti.

In formule, indicati con F(1) ed F(2) i primi duameri di Fibonacci, si ha
FO=1
F(@)=1
F(n)=F(n-2)+F(n-1)
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La successione di Fibonacci
1. In BOTANICA
La sequenza di Fibonacci sitrova in molte pianfiere

Esempio: I'’Achilleaptarmica.

NiE T A

Fibonacci.

ROSA CANINA

| pistilli sulle corolle dei fiori spesso

sono messi secondo uno schema preciso
formato da spirali il cui numero
corrisponde ad uno della serie di

Molti fiori presentano un numero
di petali che € un numero di
Fibonacci.

(Esistono margherite con 34 e 55
R parti petaliformi)
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Infine le foglie sui rami di numerose piantegalisposte in modo da presentare
alcuni numeri della sequenza di Fibonacci.
= foglia 8
PERO ik

CILIEGIO

foglia 5

—
foglia 0

Le foglie sono disposte sui rami in modo tale da wooprirsi 'una con I'altra per
permettere a ciascuna di esse di ricevere la lecsate.

Se prendiamo come punto di partenza la primdiafadj un ramo e si contano
guante foglie ci sono fino a quella perfettamenlieeata spesso viene un numero di
Fibonacci e anche il numero di giri in senso orariantiorario che si compiono per
raggiungere tale foglia allineata dovrebbe essenmeumero di Fibonacci.

Il rapporto tra il numero di foglie e il numero giri si chiamatapporto fillotatticd'.
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2.

Nel CORPO UMANO

Il rapporto fra le falangi di un dito di un uomoudid formano una piccola serie di
Fibonacci.

In ECONOMIA

Un’applicazione moderna dei numeri di Fibonacgiwg riscontrare in una teoria
di previsione dei mercati finanziari, elaborataR#dph Elson Elliot, con la quale
in tempi recenti sono stati anticipati i piu grandizi e i piu grandi crolli di borsa
(ad es. con incredibile precisione € stato previgianto minimo di ribasso
nell’estate’98 alla borsa di Milano).

In INFORMATICA

I numeri di Fibonacci sono utilizzati anche netesnsa informatico di molti
computer. In particolare vi € un complesso mecocamisasato su tali numeri,
detto "Fibonacci heap" che viene utilizzato nelgessore Pentium della Intel per
la risoluzione di particolari algoritmi.

NUMERI TRIANGOLARI
Dal triangolo di Tartaglia si possono evidenziane diagonali composte da numeri
detti Triangolari:

1 g B B 126 126 84 36 9 1
1T 10 4 16 10 22 M0 156 4 10 1
1 11 8 201 366 462 462 36 201 55 11 1
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Questi numeri:

1,3, 6,10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78, . ..
sono detti triangolari per il fatto che si possoappresentare geometricamente con
dei triangoli :

L
! %
W & L]
i AN i
| | | R & =
F % f N k] £ N & .
® A % 9 % R % 5 =
£ 0N £y N, . L N f A\ L bt b
" "R "L X % a % A & & & a
P oy b roy ! LY r o b1 L' ! L Y b L LY %
* - - —d——0 > —d— =3 - - - S —— = — €= =3

Un numero triangolared dato dalla somma di un numero naturale n ettili &uoi
precedenti.

Indicato cont I'ennesimo numero triangolare si ha:
t,=1+2+3+..+n

Esempio: il sesto numero triangolart, =1+2+3+4+5+6=21.

Inoltre, essendo la successione dei numeri natumaliparticolar@rogressione
aritmetica

a-ls @1 reey a\
si ha
=&t g NG
2 2
cioe:
2
tn=n +nN
2
2
Esempio:t, = 0°+6_36+6_42_,,
2 2 2

| numeri triangolari appartengono ad una categdirraimeri detti poligonali o
triangolari.
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NUMERI POLIGINALI (o FIGURATI)

In generale, perénnesimo numero x-agonalale la formula:

X, :[nzz_nj[(x—zﬁn

Un caso particolare di numeri poligonali sono i rurtetraedrici

L’ennesimo numero tetraedrico e dato dalla sommard@i n numeri triangolari
T, =t +t, + +. 4t

Esempio: T=1+3+6 =10

Anche i numeri tetraedrici si possono leggere mahgolo di Tartaglia.

1
1
1 7 21/35/35 21 7 1
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LE POTENZE DI 11

I numeri delle prime 5 righe del triangolo di Tatia visti come cifre danno i numeri
1,11,121,1331, 14641,
cioé le prime 5 potenze di 11 : 1111, 1%, 12, 1%

1 " 11°
y X ki by
1 2 1 » 112
1 3 3 .. . =gl
1 i 6 ! e ! 11*
1 5 10 10 5 1 I
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 14 21 4 1

A prima vista, sembra che le righe successive ramogiu collegabili in qualche
modo con le potenze successive di 11, ma un’armmlisattenta, ci ha fatto "scoprire
che é dovuto alla presenza di numeri con piu cifre.

Esempio: nella 62 riga c’'é gia la presenza del marh@ due volte, nella 72 i numeri
15 e 20, etc.

Infatti con un gioco di somme e di riporti, parterdh una qualsiasi riga e dopo aver
considerato ogni numero come composto solo da ardecine, si riesce ad ottenere
la potenza di 11 relativa a quella riga.
Per illustrare il procedimento, consideriamo ada402 riga--->11,
1 9 36 84 126 126 8436 9 |1
in ogni numero si evidenziano solo le decine eni¢au
01 [09 [B6 []84 | [126] |126] 8436 [D9 []|o1
iniziando da destra, si addizionano le decine di ogmero con le unita del numero
precedente piu gli eventuali riporti:
1

2 s 5 7.0 o o0 1 = |11

Le unita di ogni somma vanno a costituire leecdella 92 potenza di 11, mentre le
decine sono i riporti da considerare nella somncaessiva.
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Si puo vedere che tale procedimento vale anchiegeme righe,
0

Esempio: per la 42 rig:

| FRATTALI

Se nel triangolo di Tartaglia si colorano le celé@ numeri pari si ha:

R % ] now ] i 1
1 ¥ [® B D G | NE R
B & @ ®m ® m W & | n i
Y| B B W WM W e W s & " Y
il |8 B M s m om O m O ® Mm@ 2] [
i, 8 & ® ® 1w 5 M W K ¥ A |n 1
1 # WM W W W ¥ W O a  wm ®Mon | # 1

1 Of W B W W NS B 9 W mE & w8 1

cioe si forma una figura simile ad una figura getsioa nota come triangolo di
Sierpinskj. Il triangolo di Sierpinski &€ un esemgli figura frattale.

| frattali sono figure geometriche caratterizzak ripetersi sino all'infinito di uno
stesso motivo su scala sempre piu ridotta. Qudstédefinizione” piu intuitiva che

si possa dare di figure che in natura si presertanaina frequenza impressionante,
ma che non hanno ancora una definizione matematézasa: la proprieta principale
di un frattale € hutosomiglianza




Il frattale piu famoso € I'INSIEME di MANDELBROT

F.a

PROPROETA & CURIOSITA

1. Potenze del 2
Le somme dei humeri di ogni riga danno le potenZ: d

n 211

0 1 P 20
1 1+ 1 > 21

T+ 241 | 52
A e EEAEl
PRSP S ST
1+6+15+20+15+ 6+ 1 * §6
A Th 21435435+ 2147+ 1+ 5

h J

CRL VI - T T N R X I N ]
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2. La mazza da hockey
Nel triangolo di Tartaglia si puo notare un’altr@prieta detta della “mazza da
hockey”: se si iniziano a sommare i numeri di urzaydnale, partendo dall’uno
che si trova al bordo del triangolo, in qualsiassipione ci si ferma il numero che

si trova nella riga sottostante sara il risultato.

3. Punti su una circonferenza e triangolo di Tartaglia
A seconda del numero di punti su una circonfersnpassono costruire segmenti

(corde), triangoli, quadrilateri, pentagoni, etc.con vertici i punti dati; ad
esempio con 4 punti si hanno: 6 segmenti, 4 trikuegb quadrilatero.
Cosi, partendo dalla situazione iniziale di 1 pust@uo generare parzialmente il

triangolo di Tartaglia:
Figura Punti | Segmenti Triamgoli | Quadrilateri  Pentsgoni Esagonl Ettagoni

3 1
6 4 1
10 10 - 1

15 | 20 15 6 1

21 | 35 35 21 7 1
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4. Un modo singolare per generare il triangolo di dglia
Dato un triangolo formato da blocchi esagonali ed®glie che, provenienti da
un serbatoio posto al di sopra del vertice altendono passando fra gli ostacoli
esagonali. A ciascuno esagono, ciascuna pallirmahaprobabilita di rotolare a
destra o a sinistra, le biglie si distribuisconoos®lo i numeri del triangolo di
Tartaglia. Se le biglie vengono raccolte su un feasise si accumulano
producendo una figura a forma di campana dettaaadirdistribuzione normale o
di Gauss. Questa curva € usata dalle compagngsiduaazioni per stabilire i
premi, in statistica per fare previsioni, dalleesme per il controllo qualita, etc.

O

5. La Piramide di Tartaglia

La Piramide di Tartaglia, € un tetraedro che haecanmero generatore, al
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6.

vertice, 1. Ogni altro numero € la somma dei ti@eni che si trovano al livello
Immediatamente superiore, anche in questo casoders®nto degli eventuali
zeri. Il numero di punti, al livello n, & la sommei quadrati da 1 &n

1+ 2+ ... +rf=n(n+1)(2n+1)/6

Dalla piramide € possibile ricavare i coefficietdlle potenze di un trinomio. Ad
esempio, al quarto livello ritroviamo i coefficiedella quarta potenza del
trinomio:

(a+b+c)* =a’ +4a’h+6a’b’ + 4ab’ + b* + 4b%c + 6b°c? + 4bc® + ¢* + 4ac’ + 6a°c’® + 4a’c +
+12a’bc+12ab’c +12abc

Si puo intuire che sviluppando l'idea del triangolive la terza dimensione, in
generale a uno spazio a n dimensioni, si potralwaware i coefficienti delle
potenze di un qualsiasi polinomio di n termini.

Le successioni nel triangolo di Tartaglia

1
1
1
1
1
1 1w 1 1
1 s 2p 1 0 1
1 21 35 38 21 7 1
1 28 Sp 7P S6 28 8 1
1 IS-II(’EIZﬁB-ISﬁ.‘J 1
1 10 120210 252210 120 45 10 1
nurer
naturali g
N er mir+i)
triancolar o
OUMENL  ue+]lin+2)
tetraedrics — &
numeri tetraedrici in a2 +3)
guattre dimensiot 24

La prima colonna del Triangolo di Tartaglia € costpadalla successione dei
numeri naturali n, la seconda dai numeri triangaiér+1)/2, la terza dai numeri
tetraedrici n(n+1)(n+2)/2*3, la quarta i numerin@traedrici
n(n+1)(n+2)(n+3)/2*3*4, cioe del tetraedro in quattimensioni, la quinta del
tetraedro in cinque dimensioni n(n+1)(n+2)(n+3)(ji2#3*4*5 e cosi via.

. La successione di Catalan

Anche i numeri di Catalan, che si prova esserdilegaoefficienti binomiali dalla

. 2n . . . .
relazione:C, =ni+l[ . j sono collegati al triangolo di Tartaglia.
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‘ 1 9 |36 |84 |126|126| 84 | 36 | 9 1 ‘

364 91 |14 | 1

| numeri al centro nel triangolo di Tartaglia sdn@®, 6, 20, 70, 252, 924, 3432,
12870, 48620... e possono essere divisi per 1,2,3,6, 7, 8, 9, 10... ottenendo
cosi questa nuova successione di numeri: 1, 1,121,512, 132, 429, 1430, 4862
... che rappresentano appunto i numeri di Catalan.
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